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Resumen. Durante los últimos dos años, ha surgido un gran interés por encontrar nuevos términos
de regularización que resulten especialmente adecuados para el registro de imágenes médicas. Los
ejemplos más recientes en la literatura están basados en derivadas de primer y/o segundo orden. En
este trabajo se propone un nuevo regularizador, basado en derivadas de orden fraccionario, para
el registro de imágenes médicas. Puede considerarse como una generalización de los métodos de
registro por difusión (derivadas de primer orden) y por curvatura (derivadas de segundo orden), pero
con la estrategia propuesta es posible obtener mejores resultados en el registro final desde el punto
de vista variacional (i.e., en términos tanto de similitud entre las imágenes como de suavidad en la
transformación estimada), y en un menor número de iteraciones del algoritmo de registro.
1. Introducción
El registro de imagen es el proceso mediante
el cual obtenemos una estimación óptima de la
transformación que relaciona geométricamente puntos
correspondientes entre un par de imágenes. En el
ámbito de la imagen médica, el campo de aplicación
del registro de imagen es muy amplio: fusión
de imágenes provenientes de distintos pacientes o
distintas modalidades, correspondencia con un atlas,
dosificación de radioterapia, etc. Como resumen de
los métodos de registro existentes, véase e.g. [1], [2].
Una estrategia común para solucionar el problema
del mal condicionamiento del registro de imagen es
añadirle a la transformación un cierto conocimiento
a priori (e.g. asumir que una deformación verosı́mil
para una imagen médica debe ser continua y
suave). Para que las soluciones que se obtengan
pertenezcan preferentemente a este conjunto de
transformaciones plausibles, se utiliza un término de
regularización. El regularizador de Tikhonov, basado
en la minimización de la energı́a de las derivadas de
primer orden de la solución, es una forma sencilla
de añadir las restricciones de continuidad y suavidad,
puesto que penaliza las deformaciones oscilantes en
la transformación obtenida. Este término, también
conocido como regularizador de difusión, ha sido
ampliamente utilizado en la literatura, véase e.g. [3].
Otro regularizador muy popular es el término de
curvatura (véase e.g. [4]), que hace que el registro
se comporte con gran robustez frente a una etapa
sub-óptima de pre-registro, i.e., este regularizador
corrige automáticamente las deformaciones afines, ya
que está basado en la minimización de derivadas
de segundo orden. En este trabajo se propone un
nuevo término de regularización, basado en derivadas
de orden fraccionario, para el registro óptimo de
imágenes médicas.
2. Marco matemático
Dados dos conjuntos de datos, uno de referencia
R(x) y otro objetivo T (x), el propósito del registro
es hallar unos vectores de desplazamiento u(x)
tales que Tu(x) = T (x− u(x)) se corresponda
geométricamente con R(x). Este problema puede ser
formulado en términos del cálculo variacional. Para
ello, definimos el funcional de energı́a conjunto que
debemos minimizar:
J [u] = D[R, T ;u] + αS[u] , (1)
donde D representa una medida de la distancia entre
las imágenes y S es un término de regularización
que determina la suavidad del desplazamiento u.
Este segundo término es imprescindible, porque
una transformación arbitraria podrı́a producir
deformaciones inverosı́miles (como discontinuidades
o agujeros). El parámetro α controla el peso del
suavizado de los vectores de desplazamiento frente
a la similitud entre las imágenes. La distancia entre
imágenes médicas con distintos niveles de intensidad
se mide tı́picamente mediante la información mutua
(MI). La MI será máxima cuando Tu se corresponda
con R (i.e., cuando las imágenes estén perfectamente
alineadas). D puede obtenerse expresando la MI en
términos de la divergencia de Kullback-Leibler.
Llegados a este punto, introducimos el término de


















con σ ∈ [1, 2]. 〈·, ·〉 denota el producto escalar en
Rd. Nótese que si σ = 1, se realiza un registro por
difusión; si σ = 2, se realiza un registro por curvatura.
Según el cálculo variacional, el desplazamiento u
que minimiza la ecuación (1) es necesariamente una
solución de la ecuación de Euler-Lagrange:
f(x;u) + αA[u](x) = 0 . (3)
El campo de fuerzas f controla la deformación. A[u]
es un operador en derivadas parciales relacionado con













Teniendo en cuenta que ∇σul es una función
localmente sumable con respecto a la medida de
Lebesgue en Rd, e imponiendo condiciones de
contorno de Neumann, podemos utilizar la Formula
de la Integración Parcial para obtener la ecuación de













∇2σul vl dx .
(5)
Finalmente, el operador en derivadas parciales puede
obtenerse a partir de (4) y (5):








donde ∆ = ∇2 es el operador Laplaciano
d-dimensional. Nótese que si σ = 1, A[u] = −∆u
es el operador en derivadas parciales para el registro
por difusión; si σ = 2, A[u] = ∆2u es el operador
en derivadas parciales para el registro por curvatura.
La PDE resultante puede ser finalmente resuelta














donde l = 1, · · · , d, ξ es la iteración en curso, τ es












En esta sección se prueba el término de regularización
propuesto en uno de los escenarios más relevantes
de imagen médica: la correspondencia con un atlas
(o problema “escena a modelo”). El objetivo es
registrar un corte axial extraı́do de una tomografı́a
computerizada (CT, Fig.1(b)) y una imagen obtenida
de un atlas o modelo (Fig.1(a)). La información mutua
antes del proceso de registro es MI = 1.14. Existe al
menos un valor de σ en el intervalo ]1, 2[ que mejora,
en un número menor de iteraciones del algoritmo
de registro, los resultados óptimos obtenidos con los
esquemas de registro por difusión y por curvatura, en
términos tanto de similitud entre las imágenes como
de suavidad de la transformación resultante. Estos
valores de σ pueden obtenerse mediante un simple
barrido del orden fraccionario de derivación entre 1
Esquema de registro α ξ MI S
Difusión (σ = 1) 300 650 1.39 0.046
Curvatura (σ = 2) 20 · 103 400 1.42 0.002
Propuesto (σ = 1.85) 16 · 103 320 1.44 0.001
(a) R(x). (b) T (x). (c) Tu(x),
σ = 1.








(h) x − u(x),
σ = 1.85.
y 2, en pasos de 0.05. El procedimiento de registro
óptimo consta de dos pasos, como se indica en [5].
La Tabla resume los parámetros de simulación α y
ξ, ası́ como la medida de similitud (i.e., información
mutua) y la energı́a de regularización S para cada
esquema de registro. Tanto el mayor valor de la
similitud entre las imágenes como el menor valor
de la energı́a de regularización, corresponden al
regularizador propuesto. Como puede apreciarse, el
uso de σ = 1.85 en lugar de σ = 2 evita curvaturas
locales que podrı́an ser inverosı́miles para los tejidos
considerados, ya que en este caso el regularizador
incluye una pequeña componente de difusión, véase
Fig.1(h) frente a Fig.1(f). Finalmente, debe destacarse
que el nuevo regularizador consigue el registro óptimo
en el menor número de iteraciones ξ, i.e., el esquema
hı́brido difusión-curvatura que se propone logra la
convergencia más rápida del algoritmo de registro.
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